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Différents concepts de contrôlabilité

v∗ y(T ; y0
∗
, v∗)

yT

Contrôlabilité exacte

∃v/ y(T ; y0, v) = yT ?

Contrôlabilité approchée

∃v/ ‖y(T ; y0, v)− yT‖ ≤ ǫ ?

Contrôlabilité à zéro

∃v/ y(T ; y0, v) = 0 ?

y0

y0
∗

Contrôlabilité aux trajectoires

∃v/ y(T ; y0, v) = y(T ; y0
∗
, v∗) ?

y(T ; y0, v)

{
y ′(t) = A(t)y(t) + B(t)v(t), t ∈ [0,T ]

y(0) = y0

y(t)
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Motivation : contrôlabilité d’un modèle de thérapie du cancer du cerveau
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∂ty = ∆y + A(x , t)y +
(

0
0
v

)

1ω, QT

y = 0, ΣT

y(x , 0) = y0(x), Ω

Contrôles fictifs

But : contrôler le système avec une force 

Pour tout ω0 ⊂ Ω, ω0 "= ∅, il existe v̂ = (v̂1, v̂2, v̂3)
T ∈ L2(qT )

3 tel que la solution














∂t ŷ = ∆ŷ + A(x , t)ŷ +
(

v̂1
v̂2
v̂3

)
1ω0 , QT

ŷ = 0, ΣT

ŷ(x , 0) = y0(x), Ω

Fait : le système est contrôlable par trois forces (inégalités de Carleman - 

Fursikov et Imanuvilov, 1993)

vérifie
ŷ(T ) = 0

avec, de plus, ∫

QT

e1/(T−t)|ŷ |2 < ∞,

∫

QT

e1/(T−t)|∇ŷ |2 < ∞

de

(P)
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F3(0) = F3(T ) = 0

F3 = 0 sur ΣT

où h =

(
h1
h2
h3

)

= h(θ, η, ŷ ,Y ), avec supp h ⊂ ω × [0,T ]
⇐
⇒

Condition suffisante

⇐⇒

y = (1− θ)ŷ + ηθY + F

y est solution de (P)
y(T ) = 0















∂tF = ∆F + AF + h +

(
0
0
v

)
1ω, QT

F = 0, ΣT

F (0) = F (T ) = 0, Ω















∂t(
F1
F2
) = ∆

(
F1
F2

)
+
(
a11 a12
a21 a22

)(
F1
F2

)
+
(
h1
h2

)
+
(
a13
a23

)
F3, QT(

F1
F2

)
= 0, ΣT(

F1
F2

)
(0) = 0, Ω

(

F1
F2

)

(T ) = 0

∂tF3 −∆F3 − a31F1 − a32F2 − a33F3 − h3 = v1ω
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F3(0) = F3(T ) = 0

F3 = 0 sur ΣT

où h =

(
h1
h2
h3

)

= h(θ, η, ŷ ,Y ), avec supp h ⊂ ω × [0,T ]
⇐
⇒X=
⇒

Condition suffisante

⇐⇒

y = (1− θ)ŷ + ηθY + F

y est solution de (P)
y(T ) = 0















∂tF = ∆F + AF + h +

(
0
0
v

)
1ω, QT

F = 0, ΣT

F (0) = F (T ) = 0, Ω















∂t(
F1
F2
) = ∆

(

F1
F2

)

+
(

a11 a12
a21 a22

)(

F1
F2

)

+
(

h1
h2

)

+
(

a13
a23

)

F3, QT
(

F1
F2

)

= 0, ΣT
(

F1
F2

)

(0) = 0, Ω

(

F1
F2

)

(T ) = 0

∂tF3 −∆F3 − a31F1 − a32F2 − a33F3 − h3 = v1ω suppF ⊂ ω × [0,T ]
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∂t(
F1
F2
) = ∆

(

F1
F2

)

+
(

a11 a12
a21 a22

)(

F1
F2

)

+
(

h1
h2

)

+
(

a13
a23

)

F3, QT
(

F1
F2

)

= 0, ΣT
(

F1
F2

)

(0) = 0, Ω

(

F1
F2

)

(T ) = 0

ω

Condition suffisante

y = (1− θ)ŷ + ηθY + F

y est solution de (P)
y(T ) = 0

∂tF3 −∆F3 − a31F1 − a32F2 − a33F3 − h3 = v1ω suppF ⊂ ω × [0,T ]

=
⇒

qT

σT

dans qT

F3(0) = F3(T ) = 0 Une condition suffisante pour que v ∈ L2(qT ) est de
construire un contrôle F3 tel que ∂tF3, ∆F3 ∈ L2(qT )
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Théorème

W =
{

ψ ∈ L2(0,T ;H2(ω) ∩ H1
0 (ω)), ∂tψ ∈ L2(qT )

}

On considère l’espace

a13, a23 ∈ W 2,1
∞

(qT )

∃α > 0 / |a23| ≥ α dans qT

∃c > 0 / detK
a223

+ ∂t

(

a13
a23

)

≥ c dans qT (ou ≤ −c)

Hypothèses

Conclusion 















∂t(
F1
F2
) = ∆

(

F1
F2

)

+
(

a11 a12
a21 a22

)(

F1
F2

)

+
(

h1
h2

)

+
(

a13
a23

)

F3, qT
(

F1
F2

)

= 0, σT
(

F1
F2

)

(0) = 0, ω

vérifie

Il existe F3 ∈ W tel que F3(0) = F3(T ) = 0 la solution
(

F1
F2

)

du problèmeet

(

F1
F2

)

(T ) = 0.
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a13, a23 ∈ W 2,1
∞

(qT )

∃α > 0 / |a23| ≥ α dans qT

Idées de la preuve

Si alors le changement de variables 

z2 ←→ F2,

z1 ←→ F1 −
a13

a23
F2,

z =

(

z1

z2

)

permet de réécrire le problème de contrôle pour F sous la forme suivante :

Trouver F3 ∈ W tel que F3(0) = F3(T ) = 0 et la solution z de

vérifie z(T ) = 0.



















∂tz = ∆z +M(x , t) z + g + a23

(
0
1

)
F3, qT

z = 0, σT

z(0) = 0, ω

La matrice M fait intervenir ∇ a13
a23

, ∆ a13
a23

et ∂t
a13
a23

.
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−∂tΦ = ∆Φ+M∗
Φ+ f , qT

Φ = 0, σT

Φ(T ) = Φ
0, ω

vérifie l’inégalité suivante (pour p ≥ 3)

Idées de la preuve

Sous les hypothèses précédentes et si ∃c > 0 / detK
a223

+ ∂t

(

a13
a23

)

≥ c dans qT (ou ≤ −c)

alors pour tous Φ
0 ∈ (L2(ω))2 et f ∈ (L2(qT ))

2 la solution Φ = (Φ1,Φ2)
T du problème

‖Φ(0)‖2(L2(ω))2 +

∫

qT

(T − t)p
[
Φ

2
1 + Φ

2
2

]
≤ Cp

(∫

qT

[t(T − t)]
p−3

Φ
2
2 +

∫

qT

(T − t)p|f |2
)

.

Par dualité, ce résultat donne l’existence de F3 ∈ W tel que F3(0) = F3(T ) = 0 et z(T ) = 0,

et donc l’existence d’un élément v ∈ L2(qT ) tel que la solution y = (1− θ)ŷ + ηθY + F du

système (P) vérifie y(T ) = 0.
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detK != 0, K = (B ,AB ,A2B)

A =





0 2 1
0 1 1
0 0 0



 D = cI , c = 0.1
ω =]0.2, 0.8[2, ω0 =]0.4, 0.6[2

Ω =]0, 1[2, T = 0.5

Application au cas d’un système à coefficients constants en dimension 2

Illustrations numériques

Méthode constructive utilisable numériquement

3 Construction de η, θ et h(η, θ, ŷ ,Y )

1 Y - solution sans contrôle

2 ŷ - solution contrôlée par trois contrôles sur ω0 ⊂ ω

4
(

F1
F2

)

- solution contrôlée par F3 sur tout le domaine qT

5 y = (1− θ)ŷ + ηθY + F est une solution contrôlée par un seul contrôle sur ω
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Illustrations numériques
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Illustrations numériques
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Illustrations numériques
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Étendre au cas des systèmes de n équations contrôlées par une force

Perspectives

Étudier le cas des systèmes non linéaires

Étudier le cas d’un couplage avec des termes d’ordre 1 en espace

Illustrer la méthode numériquement pour des systèmes à coefficients non constants,
et en 3D


