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Différents concepts de controlabilité

>  y(T:y°v)

{y'(t> = A(t)y(t) + B(U(t)  teo, T]

y(0) =y°

Controélabilité exacte

v/ y(T;y°% v) =yr7?

Controlabilité approchée

W/ Iy(T;y°% v) —yrl < e€?

Controlabilité a zéro

Elv/y(T;yo, v) =07

Contrélabilité aux trajectoires

W/ y(Tiyo,v) =y(T: vyl v)?
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Motivation

Modéle de thérapie d'un cancer du cerveau

QcR .
Oy = DAy + F(y) + Bvl,, Qr 0
! a,y =0, s . B=1[0
g L y(0) =y~ Q L
" o |
y = (},2) D = di >0
Y3
y1 : densité de cellules tumorales
y» : densité de cellules saines c11y181(y1) — (12y2 + casys )y
y3 : concentration de médicament Fy) = | o22y282(y2) — (2151 + a23ys)y
v : vitesse d'injection du médicament —(33)3
gi(yi) =1, 0ul—y/ki ouln(y;/ki), avec k; > 0

’5. P. Chakrabarty, F. B. Hanson
Optimal control of drug delivery to brain tumors for a distributed parameters model

Proc. American Control Conf. 973-978 (2005)



Motivation

Modéle de thérapie d'un cancer du cerveau

_}J‘:

yi .
Y2 .
y3 -
vV o

Qc R ’
31—_}" = Dﬁy + A}"’ + B "-"r]-u,:l- QT 0
! 8,y =0, T B=[0
y L y(-0)=y°, Q 1

1 i
(ﬁz ) D=1
Y3
densité de cellules tumorales
densité de cellules saines
concentration de médicament A=A(x,t)

vitesse d’injection du médicament

.5. P. Chakrabarty, F. B. Hanson

Optimal control of drug delivery to brain tumors for a distributed parameters model
Proc. American Control Conf. 973-978 (2005)



Présentation du probleme

i @ty:ﬂy+fq(x,t)y-|— Bvl,, Q7 0
< V = 0. ET : B = (0)
| y(-0) =y Q 1

Q c RN - domaine borné de frontiére C2
w C ouvert non vide

Qr = 2x]0, T, Y1 =00x]0, T|, gr = wx]0, T|

A = (ajj)1<ij<3 : matrice de coefficients a; € L™ (Q7)

Probleme de controlabilité a zero

. , e 3 .
Etant donnée une condition initiale quelconque y° € (L?(Q2))”, trouver un contréle
v € L?(q7) tel que la solution y du systéme vérifie

y(-, T) = 0 dans Q.



Cas autonome

‘F. Ammar Khodja, A. Benabdallah, M. Gonzalez-Burgos, L. de Teresa

Recent results on the controllability of linear parabolic systems: a survey

Math. Control Relat. Fields 1(3) 267-306 (2011)

Controlabilité en dimension finie : le critéere de Kalman

.R. E. Kalman
On the general theory of control systems
Proc. First Internat. Congress Automat. Contr. 481-491 (1960)

Caractérisation de la contrélabilité pour A € M"(R), B € M™™(R), v € L2(0, T;R™)
du systéeme différentiel linéaire autonome :

{ y'(t) = Ay(t) + Bv(t), te 0, T]
y(0) = y? e R",

Contrélabilité sur tout

intervalle [Ty, T1] < REEE

Matrice de Kalman : G{ = (B, AB. A’B. - -- ,A”_lﬁﬂe M™M(IR)




Cas autonome

Généralisation aux systémes paraboliques a coefficients constants

’ F. Ammar Khodja, A. Benabdallah, C. Dupaix, M. Gonzalez-Burgos
Controllability for a class of reaction-diffusion systems: the generalized Kalman's condition
C. R. Math. Acad. Sci. Paris 345(10) 543-548 (2007)

e Critere de Kalman encore valable pour |la caractérisation de la contrélabilité des

systéemes paraboliques

(P)

lorsque A€ M"(R), B M™™(R) et v € (LE(QT))

-SiAeM3(IF€.)etB(

(P) est contrdlable sur
tout intervalle [Ty, T1]

9

[ Oy = Ay + Ay + Bvl,, Qr
y =0, 2T

L (4, 0) =y, Q

m

0
0 |, alors
1

det K £ 0

[K = (B,AB,AEB)]




@

Cas non autonome

Controlabilité en dimension finie

L. M. Silverman, H. E. Meadows

Controllability and observability in time-variable linear systems

SIAM J. Control 5 64-73 (1967)

Caractérisation de la contrélabilité pour A € C"2([0, T], M"(R)),
B e C"1([0, T], M™™m(R)) et v € L%(0, T;R™) du systéme différentiel
linéaire non autonome :

{ y'(t) = Alt)y(t) + B(t)v(t). t€[0.T]

y(0) = y° e R",
Contrélabilité sur tout Il existe E dense dans [0, T] tel que
sous-intervalle [ Tg, T1] Vt € E, rangK(t) =

L

(K() = (Bo(t). Bi(0). Bo(t), - Bua(1))]

—(t)

1£:£n—1



Cas non autonome

Généralisation aux systémes paraboliques

‘ F. Ammar Khodja, A. Benabdallah, C. Dupaix, M. Gonzalez-Burgos
A generalization of the Kalman rank condition for time-dependent coupled linear
parabolic systems. Diff. Equ. Appl. 1(3) 427-457 (2009)

e Le critére de Kalman précédent (Silverman-Meadows) est encore valable pour la
caractérisation de la contrélabilité des systémes paraboliques

Oy = Ay + A(t)y + B(t) vl,, Qr
(P) y =0, 17

y(x,0) = y°(x), {2
lorsque A€ C" ([0, T], M"(R)), B € C"([0, T], M"™(R)) et v € (LE(‘?T))m

o Si Ac C2([0, T], M3(R)), B = (%) et [}?(r) — (B, A(t)B, A(t)?B — %(r)sﬂ alors

(P) est contrdlable sur tout — Il 'existe E dense dans [0, T] tel que
sous-intervalle [Ty, T1] de [0, T] Vte E, detK(t)#0



Systémes a coefficients non constants

Systémes paraboliques en cascade

. M. Gonzalez-Burgos, L. de Teresa

Controllability results for cascade systems of m coupled parabolic PDEs by one control
force. Port. Math. 67(1) 91-113 (2010)

Condition géométrique sur la région de contréle

. A. Benabdallah, M. Cristofol, P. Gaitan, L. de Teresa

Controllability to trajectories for some parabolic systems of three and two equations by
one control force. Preprint (2011)

Conditions suffisantes, valables uniquement lorsque

la zone de couplage entre les équations
rencontre la région de contréle




Systémes a coefficients non constants

Une nouvelle condition suffisante de contrdélabilité

‘ K. Mauffrey
On the null controllability of a parabolic system with non-constant coefficients by one or

two control forces. J. Math. Pures Appl. 99 (2) 187-210 (2013)

Oy = Ay +A(x, t)y + Bvl,, Qr 0
(P) $ y=0 27 B(D)
\ y('-U)=yﬂ- 2 !

e Hypothéses : .« a3, a3 € W2'(q7) = {a € L™(q7) / Dya, D?a, 9;a € L>(q7)}
. |323| >« > 0 dans ar

On pose K = (B, AB,A’B) et K = (B, AB, A°B — “4B)

e Condition suffisante

*
« Généralise» le cas des

coefficients constants ou ne

dépendant que du temps (ou < —c¢)
\ J

detK > c d
SIS = 15 RIS OFF - . (P) est controlable




Controles fictifs

e But : controdler le systeme avec une force

( 0

Oy = Ay + A(x, t)y + (8)1“” QT
(P) <y:07 ZT

Ly(x,0) = y°(x), 2

e Fait : le systeme est contr6lable par trois forces (inégalités de Carleman -
Fursikov et Imanuvilov, 1993)

Pour tout wg C Q, wo # 0, il existe v = (v, o, v3)" € L?(q7)? tel que la solution de

( /\71
0y = Ay + Alx, t)y + (zg)1w0, Q-
V3
< 5/\ — O, ZT
Y(x,0) = y°(x), Q

y(T)=0

vérifie

avec, de plus,

/ L T-9512 < oo L/ (T=9175 < oo
QT QT



Controles fictifs

n — fonction de troncature en temps f — fonction de troncature en espace

A

0
-
0T T 7T

“ >

On cherche une solution contrdlée y de (P) sous la forme
y=[1-0)y+n0Y +F

oll : « ¥ est une solution contrdlée par trois contrdles sur wp C w
« Y est la solution du systéme sans contrdéle

« |'inconnue F est 3 déterminer

. M. Gonzéalez-Burgos, R. Pérez-Garcia
Controllability results for some nonlinear coupled parabolic systems by one control force

Asymptot. Anal. 46(2) 123-162 (2006)



Condition suffisante

,
y=@1-0)y +n0Y +F 8tF:AF+AF+h+<8>1w, QT
y est solution de (P) —= (F=0 Y >,
y(T)=0 (F(0)=F(T) =0, Q

|

.
0(E)=A(R)+ (2 2)(B)+ () +(2)F Qr
{1 (R) =0 27
(2)(0) =0, Q

(E)(T)=0
OtF3 — AF3 — a1 F1 — aspFy — assF3 — hs = v,

F3(0) = F3(T) =0

h1
0 h=| h | =h(0,n,vy,Y), avecs hCwx]|0, T
Fo 0 sur X ol ( 2) (0,m,y,Y), avec supph C w x [0, T]

J




Condition suffisante

,
y=@1-0)y +n0Y +F 8tF:AF+AF+h+<8>1w, QT
y est solution de (P) —= (F=0 Y >,
y(T)=0 (F(0)=F(T) =0, Q

I X

.
0(E)=A(R)+ (2 2)(B)+ () +(2)F Qr
{1 (R) =0 27
(2)(0) =0, Q

(B)(T)=0

6’tF3 — AF3 —az1F1 — apfFr — azzF3 — h3 = vl, @Upp F C w X [O, TD

F3(0) = F3(T) =0

h1
0 h=| h | =h(0,n,vy,Y), avecs hCwx]|0, T
Fo 0 sur X ol ( 2) (0,m,y,Y), avec supph C w x [0, T]

J




Condition suffisante

y=(1-0)y+nlY +F
y est solution de (P)
y(T) =0

1

0(E)=A(R)+ (2 2)(R)+ (1) +(2)F) qr
1 (B) =0, oT
}
(B)(T)=0)

-
8tF3 — AF3 — 331F1 — 332/:2 — 333F3 — h3 =V dans qrj
.

supp F C w x [0, T]

p
\F3(O) = Rl = Oj [Une condition suffisante pour que v € L?(q7) est de

construire un contréle F3 tel que 0:F3, AF3 € L2(qT)

|

J




Theéoreme

On considére |'espace
W = {w c L?(0, T; H*(w) N Hy(w)), Ox) € Lz(qT)}
Hypotheéses
. a13, a3 € W2'(qr)

e da > 0/ |323‘ > « dans ar
. dc >0/ d‘;é;( + O (3—2) > c dans g7 (ou < —c)

Conclusion

Il existe F3 € W tel que F3(0) = F3(T) =0 et la solution () du probléme

O(RB)=0(2)+ (2 2)(R)+(R)+(2)F a7
<(E):O, oT
(2)(0) =0, W

vérifie

(R)(T)=0.



Idées de la preuve

Si e 313, a3 € Wozél(qr) alors le changement de variables

. Ja > 0/ |ax3| > « dans gt

di3
Z1 < F1 — _FZ, z1
dp3 Z =

Zy < F2,

permet de réécrire le probléme de contrble pour F sous la forme suivante :

Trouver F3 € W tel que F3(0) = F3(T) = 0 et la solution z de

/

6tZ:AZ—|—M(X,t)Z—|—g—|—323((:3>F3, aT

ZZO, oT
\Z(O):O, w

vérifie z(T) = 0.

La matrice M fait intervenir V33 6 AL et 9,213,
an3a an3a a23



Idées de la preuve

Sous les hypothéses précédentes et si  dc > 0/ &K 1 9, (ﬂ) > c dans g7 (ou < —c)
23

a a3

alors pour tous ®Y € (L?(w))? et f € (L?(q7))? la solution ® = (dy, d,)" du probléme
0D =AD+ M DO+F. g7
¢ = 0, oT
O(T) = ¢°, W

vérifie |'inégalité suivante (pour p > 3)

OO ey + [ (T- 0P [0+63 < G ([ 1T —or o3+ [ (T-epirp).

ar

~ ™
Par dualité, ce résultat donne I'existence de F3 € W tel que F3(0) = F3(T) =0et z(T) =0,
et donc |'existence d'un élément v € L?(qg1) tel que la solution y = (1 — )y +nfY + F du

systéme (P) vérifie y(T) = 0.
- Y




lllustrations numeériques

Méthode constructive utilisable numériquement

Y - solution sans contrdle

e

y - solution contrdlée par trois controles sur wy C w
Construction de 7, # et h(n,6,y,Y)

(E) - solution contrdlée par F3 sur tout le domaine g1

@ & @ & E

y =(1—0)y +nlY + F est une solution contrélée par un seul contréle sur w

y : Construction du contréle comme unique minimiseur d’'une fonctionnelle associée
a lI'inégalité de Carleman

.A. V. Fursikov, O. Y. Imanuvilov

Controllability of evolution equations
Lecture Notes Series, VVol. 34, Seoul, 1996.

.E. Fernandez-Cara, A. Miinch
Numerical null controllability of the 1d heat equation: primal methods
SeMA Journal 61(1) 49-78 (2013)



lllustrations numériques

Méthode constructive utilisable numériguement

Y - solution sans contrdle

y - solution contrdlée par trois contrdles sur wy C w
Construction de ), 0 et h(n,0,y,Y)

(g) - solution contrélée par F3 sur tout le domaine gt

y=(1—-0)y +n0Y + F est une solution contrélée par un seul contréle sur w

GROIOROND

Application au cas d’un systéme a coefficients constants en dimension 2

Q=]0,1[*, T =05
D=c, c¢c=0.1

>

|
o oo
o~ N
O R

w =]0.2,0.8[°, wy =|0.4,0.6[°

det K #0, K = (B, AB, A’°B)



lllustrations numériques
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lllustrations numériques
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lllustrations numeériques
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Commentaires sur la methode

Méthode qui étend le critére de Kalman pour les systémes de trois équations a
coefficients constants ou a coefficients ne dépendant que du temps

Méthode constructive qui permet d'approcher numériquement une solution d'un
systéme parabolique de trois équations contrélé par une force (en 2D)

Valable aussi avec une matrice de diffusion diagonale D £ |

Donne la contrdlabilité par n — 2 forces d'un systéme parabolique de n équations

Ne s'applique que lorsque la région de couplage rencontre la région de contrdle
(cf Alabau-Boussouira et Léautaud, 2011 pour un exemple ou la région de couplage
ne rencontre pas la région de contrdle)



Perspectives

Etendre au cas des systémes de n équations contrdlées par une force
Etudier le cas des systémes non linéaires

Etudier le cas d'un couplage avec des termes d'ordre 1 en espace

Illustrer la méthode numériquement pour des systémes a coefficients non constants,
et en 3D



